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2 CCC©©©ØØØ���ªªª

� Ω ⊂ <n ´����4à8, F ´ <n → <n ���N�. �ÄüNC©Ø�ª¯Kµ

u∗ ∈ Ω, (u− u∗)>F (u∗) ≥ 0, ∀u ∈ Ω. (2.1)

`C©Ø�ªüN, ´�Ù¥��f F ÷v (u− v)>(F (u)− F (v)) ≥ 0.
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ã 1. C©Ø�ª�AÛ)º

2.1 ������ààà`̀̀zzzÒÒÒ´́́������AAAÏÏÏ���üüüNNNCCC©©©ØØØ���ªªª

� f : <n → < ´����à¼ê. �	à`z¯K

min{f(x) | x ∈ Ω}. (2.2)

���ooo������ x âââ´́́���`̀̀:::? w,, §7Láu Ω, ¿�3ù:vkeü��1��. (2.3)

·�^ ∇f(x) L« f(x) �FÝ, ¿P

• Sd(x) = {s ∈ <n | s>∇f(x) < 0}, : x ?�eü��8¶

• Sf(x) = {s ∈ <n | s = x′ − x, x′ ∈ Ω}, : x ?��1��8.

|^ù
PÒ, (2.3) Ò��u

x is an optimal solution ⇐⇒ x ∈ Ω & Sf(x) ∩ Sd(x) = ∅. (2.4)

�`5^� (2.4) ��dêÆ/ªÒ´

x ∈ Ω, (x′ − x)>∇f(x) ≥ 0, ∀x′ ∈ Ω. (2.5)
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ã 2. ��à`z�C©Ø�ª�'X

��à¼ê�Ä��5�´

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)>(y − x),

Ï
�k

f(x) ≥ f(y) +∇f(y)>(x− y).

üª�\Òk

(x− y)>
(
∇f(x)−∇f(y)

)
≥ 0,

¤±`à¼ê���f´üN�. ò ∇f(x) �¤ F (x), (2.5) Ò¤


x ∈ Ω, (x′ − x)>F (x) ≥ 0, ∀x′ ∈ Ω

ù���üNC©Ø�ª. ^BJ9�e, 3¦��z��ÿ, òeü���8Ü Sd(x)

U¤þ,�� (ascent direction) �8Ü

Sa(x) = {s ∈ <n | s>∇f(x) > 0}, : x ?�þ,��8.

�A� (2.4) �'XªÒC¤

Sf(x) ∩ Sa(x) = ∅.

ùL«¤k�1��ÑØ´þ,��, Ò´Ï~¤`� \\\fff÷÷÷ììì���nnn.

Lemma 2.1. � X ⊂ <n ´4à8, θ(x) Ú f(x) Ñ´à¼ê, Ù¥ f(x) ��. P x∗ ´

à`z¯K min{θ(x) + f(x) |x ∈ X} �). ·�k

x∗ = arg min{θ(x) + f(x) |x ∈ X} (2.6a)

�¿©7�^�´

x∗ ∈ X , θ(x)− θ(x∗) + (x− x∗)>∇f(x∗) ≥ 0, ∀x ∈ X . (2.6b)

ù�Ún��{ü, %´ù�©Ù¥�^�A�Ä��n��. ·�¡ (2.6b) ù��/

ª�üN·ÜC©Ø�ª. �,, XJ θ(x) ���, �A�^�Ò�±�¤

x∗ ∈ X , (x− x∗)>
(
∇θ(x∗) +∇f(x∗)

)
≥ 0, ∀x ∈ X .
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2.2 ���555���åååààà`̀̀zzz¯̄̄KKK���ddd���CCC©©©ØØØ���ªªª

� θ(x) ´ <n → < �à¼ê, A ∈ <m×n, b ∈ <m. ·��ÄXe��5�åà`z¯K

min{θ(x) | Ax = b (or ≥ b), x ∈ X}. (2.7)

ù�¯K� Lagrange ¼ê´½Â3 X × Λ þ�

L(x, λ) = θ(x)− λ>(Ax− b), (2.8)

Ù¥, Λ = <m ½ö <m+ , ©OéAu (2.7) ¥��5�å��ª½öØ�ª. �é (x∗, λ∗)

XJ÷v

Lλ∈Λ(x∗, λ) ≤ L(x∗, λ∗) ≤ Lx∈X (x, λ∗)

Ò�¡� Lagrange ¼ê�Q:. �é{`, Q:Ò´Ó�÷v{
x∗ = arg min{L(x, λ∗) |x ∈ X},
λ∗ = arg max{L(x∗, λ) |λ ∈ Λ}.

�â (2.6), þã`zf¯K��`5^�´{
x∗ ∈ X , θ(x)− θ(x∗) + (x− x∗)>(−A>λ∗) ≥ 0, ∀x ∈ X ,
λ∗ ∈ Λ, (λ− λ∗)>(Ax∗ − b) ≥ 0, ∀ λ ∈ Λ.

(2.9)

ù��`5^�Ò�±L«¤��üN�£·Ü¤C©Ø�ª:

w∗ ∈ Ω, θ(x)− θ(x∗) + (w − w∗)>F (w∗) ≥ 0, ∀w ∈ Ω, (2.10a)

Ù¥

w =

(
x

λ

)
, F (w) =

(
−A>λ

Ax− b

)
Ú Ω = X × Λ. (2.10b)

d (2.9)� (2.10),ÎÃ¦¯. é (2.10)¥?¿� w ∈ Ω,©O� w = (x, λ∗)Ú w = (x∗, λ),

Ò�� (2.9). ·�¡ (2.10) �üNC©Ø�ª, ´Ï� θ à, ¿��f F üN, §÷v

(w − w̃)>(F (w)− F (w̃)) ≥ 0.

5¿�, (2.10b) ¥� F (w), Tk (w − w̃)>(F (w)− F (w̃)) = 0, ¤±�´üN�.

2.3 ���©©©lll(((���...ààà`̀̀zzz¯̄̄KKK���ddd���CCC©©©ØØØ���ªªª

éü��f��©l�5(�.�åà`z¯K

min{θ1(x) + θ2(y) | Ax+By = b, x ∈ X , y ∈ Y}, (2.11)

ÏLaq�©Û, �`5^�Ó��±L«¤��üN�£·Ü¤C©Ø�ª:

w∗ ∈ Ω, θ(u)− θ(u∗) + (w − w∗)>F (w∗) ≥ 0, ∀w ∈ Ω, (2.12a)
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Ù¥

u =

(
x

y

)
, w =

 x

y

λ

 , F (w) =

 −A>λ

−B>λ

Ax+By − b

 , (2.12b)

Ú

θ(u) = θ1(x) + θ2(y) and Ω = X × Y × <m. (2.12c)

én��f��©l�5(�.�åà`z¯K

min{θ1(x) + θ2(y) + θ3(z) | Ax+By + Cz = b, x ∈ X , y ∈ Y, z ∈ Z}, (2.13)

ÏLaq�©Û, �`5^�Ó��±L«¤��üN�£·Ü¤C©Ø�ª:

w∗ ∈ Ω, θ(u)− θ(u∗) + (w − w∗)>F (w∗) ≥ 0, ∀w ∈ Ω, (2.14a)

Ù¥

u =

 x

y

z

 , w =


x

y

z

λ

 , F (w) =


−A>λ

−B>λ

−C>λ

Ax+By + Cz − b

 , (2.14b)

Ú

θ(u) = θ1(x) + θ2(y) + θ3(z) and Ω = X × Y × Z × <m. (2.14c)

3C©Ø�ª (2.12) Ú (2.14) ¥, u éA�´à`z¯K¥��©Cþ, w = (u, λ) ´�

©Cþ\éóCþ. Ï�, ·�r�å8Ü´ Ω �C©Ø�ª�)8P� Ω∗.

�, (2.11) Ú (2.13) �éA�üN·ÜC©Ø�ª/ª���Ó, � (2.11) ´¹ü

��f��©l(�.�åà`z¯K, �±^��k��¦f�O��{ (Alternating

directions method of multipliers) [6] ¦), 
��ò¦f�O��{í2�¦)n��f

��©l(�.�åà`z¯K (2.13), Ø© [4] y²´Ø�½Âñ�. éõuü��f�

¯K, I�^�
ÄuC©Ø�ª�ýÿ-���{�?n [17, 18].

555. ù�!©O�Ñ
à`z¯K (2.7), (2.11) Ú (2.13) �éA�üN·ÜC©Ø�ª

(2.10), (2.12) Ú (2.14). ù
·ÜC©Ø�ª�C©Ø�ª (2.1) vk��þ��O. ù¦

�·�k�UòC©Ø�ª (2.1) Â �{�¤J£�5¦)��5�å�à`z¯K.

3 ���CCC:::���{{{

�C:�{ (Proximal Point Algorithms), {¡ PPA �{, ´¦)à`zÚüNC©Ø�

ª��aÄ��{ [23, 25]. ·�6�Ø!�{XÛ¢y, k`�eù��{�Ä�5�.

3.1 {{{üüüààà`̀̀zzz������CCC:::���{{{

� X ⊂ <n ´4à8. θ(x) : <n → < ´à¼ê. ¦)à`z¯K

min{θ(x) |x ∈ X}
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��C:�{µé�½� r > 0 Ú xk, ¦�

x̃k = Argmin{θ(x) +
r

2
‖x− xk‖2 | x ∈ X}. (3.1)

·�¡ x̃k ´ k-gS���C:. �â (2.6), §÷v

x̃k ∈ X , θ(x)− θ(x̃k) ≥ (x− x̃k)>r(xk − x̃k), ∀x ∈ X .

xk ´�¯K)�¿©7�^�´ xk = x̃k. ^): x∗ O�þª¥?¿� x ∈ X , Òk

(x̃k − x∗)>r(xk − x̃k) ≥ θ(x̃k)− θ(x∗) ≥ 0.

Ïd

(xk − x∗)>(xk − x̃k) ≥ ‖xk − x̃k‖2. (3.2)

#�S�:d

xk+1 = xk − γ(xk − x̃k), γ ∈ (0, 2) (3.3)

�Ñ (Ï~ γ ∈ (1, 2) Âñ¬�¯
). �â (3.2), d (3.3) )¤#S�:�S� {xk} ÷v

‖xk+1 − x∗‖2 ≤ ‖xk − x∗‖2 − γ(2− γ)‖xk − x̃k‖2. (3.4)

3.2 üüüNNNCCC©©©ØØØ���ªªª���CCC:::���{{{���ÄÄÄ���555���

éüNC©Ø�ª (2.1) ��C:�{, ·�3î¼��¹e?Ø.

îîî¼¼¼���eeeüüüNNNCCC©©©ØØØ���ªªª��� PPA ���{{{. é�½� uk Ú r > 0, ¦� ũk ¦Ù÷v

ũk ∈ Ω, (u− ũk)>F (ũk) ≥ (u− ũk)>r(uk − ũk), ∀ u ∈ Ω. (3.5)

uk ´¯K (2.1) )�¿©7�^�´ uk = ũk. ^ u∗ O� (3.5) ª¥?¿� u ∈ Ω, Òk

(ũk − u∗)>(uk − ũk) ≥ 1

r
(ũk − u∗)>F (ũk). (3.6)

d F �üN5Ú�`:�5���

(ũk − u∗)>F (ũk) ≥ (ũk − u∗)>F (u∗) ≥ 0. (3.7)

Ïd (3.6) �mà�K, ?
��

(uk − u∗)>(uk − ũk) ≥ ‖uk − ũk‖2.

#�S�:d

uk+1 = uk − γ(uk − ũk), γ ∈ (0, 2) (3.8)

�Ñ. �)�S�:äkî¼�e�C:�{Âñ�'�5�

‖uk+1 − u∗‖2 ≤ ‖uk − u∗‖2 − γ(2− γ)‖uk − ũk‖2. (3.9)

é���÷v (3.5) � ũk ¿�´¯, � PPA �{¬�·��ïÝKÂ �{Jøé«.
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3.3 üüüNNN···ÜÜÜCCC©©©ØØØ���ªªª���CCC:::���{{{���ÄÄÄ���555���

éüN£·Ü¤C©Ø�ª (2.12) ��C:�{, ·�©O3î¼�Ú H-��¹e?Ø.

îîî¼¼¼���eeeüüüNNN(···ÜÜÜ)CCC©©©ØØØ���ªªª��� PPA ���{{{. é�½� wk Ú r > 0, ¦ w̃k ¦Ù÷v

w̃k ∈ Ω, θ(u)− θ(ũk) + (w − w̃k)>F (w̃k) ≥ (w − w̃k)>r(wk − w̃k), ∀ w ∈ Ω. (3.10)

wk ´¯K (2.12) )�¿©7�^�´ wk = w̃k. ^ w∗ O�þª¥?¿� w ∈ Ω, Òk

(w̃k − w∗)>r(wk − w̃k) ≥ θ(ũk)− θ(u∗) + (w̃k − w∗)>F (w̃k).

d F �üN5,

θ(ũk)− θ(u∗) + (w̃k − w∗)>F (w̃k) ≥ θ(ũk)− θ(u∗) + (w̃k − w∗)>F (w∗) ≥ 0. (3.11)

þ¡����Ø�ª5gu�`:�5�. ?
��

(wk − w∗)>(wk − w̃k) ≥ ‖wk − w̃k‖2.

d

wk+1 = wk − γ(wk − w̃k), γ ∈ (0, 2) (3.12)

�)�S�:. aq� (3.4), S�S� {wk} kXe�'�Âñ5�

‖wk+1 − w∗‖2 ≤ ‖wk − w∗‖2 − γ(2− γ)‖wk − w̃k‖2. (3.13)

H-���eeeüüüNNN(···ÜÜÜ)CCC©©©ØØØ���ªªª��� PPA ���{{{. é�½� wk Ú�½Ý
 H, ¦ w̃k ¦�

w̃k ∈ Ω, θ(u)− θ(ũk) + (w − w̃k)>F (w̃k) ≥ (w − w̃k)>H(wk − w̃k), ∀ w ∈ Ω. (3.14)

Ó�, wk ´¯K (2.12) )�¿©7�^�´ wk = w̃k. aq�î¼�e�C:�{, d

(3.12) �)�S�:äk�A� H-�e�Âñ'�5�

‖wk+1 − w∗‖2H ≤ ‖wk − w∗‖2H − γ(2− γ)‖wk − w̃k‖2H . (3.15)

S� {wk} `¤´3 H-�e Fejér üN�.

4 ¦¦¦)))CCC©©©ØØØ���ªªª���ÝÝÝKKKÂÂÂ   ���{{{

Äk0�ÝK�Vg. ·�^ PΩ(·) L«î¼�êe3à8 Ω þ�ÝK. �Ò´`, é�

½� v,

PΩ(v) = arg min{‖u− v‖ |u ∈ Ω}.

AO´, � Ω = <n+ (n-��m��K%�), @o PΩ(v) �z�©þ�

(PΩ(v))j =

{
vj , if vj ≥ 0;

0, otherwise.

ÝÝÝKKK���ÄÄÄ���555���. ·���ÑA�ùpI��!w
´��5�. éù
5�y²a,�

�Öö�±ë��öÌ�þX�ùÂ [30] �1�ù.
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Lemma 4.1. � Ω ⊂ Rn ´4à8, Ké?¿� v ∈ <n, k

(v − PΩ(v))>(u− PΩ(v)) ≤ 0, ∀u ∈ Ω. (4.1)

'

&

$

%
r q

q

PΩ(v) -vQ
Q

Q
Q
Q

Q
Q

Q
Qk
u

u− PΩ(v)

v − PΩ(v)Ω

ã 3. Ø�ª(4.1) �AÛ)º

CCC©©©ØØØ���ªªª¤¤¤���ddd���ÝÝÝKKK���§§§. |^ÝK�Vg, ¦)C©Ø�ª (2.1) �±8(�¦

e(u, β) := u− PΩ[u− βF (u)] ���":.

'

&

$

%
HH

HH
HH

HH
HHY

� r
PΩ[u∗ − βF (u∗)]u∗

-u
∗ − βF (u∗)

u ∈ Ω

F (u∗)

Ω

ã 4. u∗ ´ VI(Ω, F ) �)�du u∗ = PΩ[u∗ − βF (u∗)] �AÛ)º

¦)üNC©Ø�ª (2.1) �ÝKÂ �{´�«ýÿ-���{. dÝKJøýÿ, d�

�¢yÂ . e¡·�©ã§��?Ö��^.

4.1 ýýýÿÿÿddd���gggÝÝÝKKK���¤¤¤

3¦)üNC©Ø�ª (2.1) �ÝKÂ �{¥, é�½��c: uk Ú βk > 0, ·�|^

ÝK

ũk = PΩ[uk − βkF (uk)], (4.2)

)¤��ýÿ: ũk. �âC©Ø�ª)�5�, uk = ũk ´ uk ∈ Ω∗ �¿©7�^�.

4.1.1 dddÝÝÝKKK���������ýýýÿÿÿ:::���±±±www¤¤¤´́́������AAA½½½CCC©©©ØØØ���ªªª���)))

3ÝK�Ä�5� (4.1) ¥, - v = uk − βkF (uk), �â (4.2), ũk = PΩ(v), Òk

ũk ∈ Ω, {[uk − βkF (uk)]− ũk}>(u− ũk) ≤ 0, ∀u ∈ Ω.
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?
��

ũk ∈ Ω, (u− ũk)>βkF (uk) ≥ (u− ũk)>(uk − ũk), ∀u ∈ Ω.

ü>Ñ\þ (u− ũk)>{−βk[F (uk)− F (ũk)]}, Òk

ũk ∈ Ω, (u− ũk)>βkF (ũk) ≥ (u− ũk)>d(uk, ũk), ∀u ∈ Ω, (4.3)

Ù¥

d(uk, ũk) = (uk − ũk)− βk[F (uk)− F (ũk)]. (4.4)

ù«·�F"�/ª. (4.3) L² ũk ´��A½�C©Ø�ª�). XJP r = 1/βk,

(4.3) Òk:� (3.5) ��f, �´ò d(uk, ũk) �O�
 (3.5) ¥� (uk − ũk).

555. �¡·�¬w�, édà`z5�C©Ø�ª (2.12), ÏL¦)�
f¯K, �)�ý

ÿ: w̃k ´� (4.3) aq�C©Ø�ª

w̃k ∈ Ω, θ(u)− θ(ũk) + (w − w̃k)>F (w̃k) ≥ (w − w̃k)>H(wk − w̃k), ∀w ∈ Ω,

½ö

w̃k ∈ Ω, θ(u)− θ(ũk) + (w − w̃k)>F (w̃k) ≥ (w − w̃k)>HM(wk − w̃k), ∀w ∈ Ω,

�). ù´·�Ur¦C©Ø�ª��{£��(�.à`z����Ï.

4.1.2 ýýýÿÿÿ:::���)))���ååålll¼¼¼êêêþþþ,,,������

ò (4.3) ¥?¿� u ∈ Ω À¤ u∗, Ò��

(ũk − u∗)>d(uk, ũk) ≥ βk(ũk − u∗)>F (ũk). (4.5)

d (3.7), (4.5) �mà�K, ����

(uk − u∗)>d(uk, ũk) ≥ (uk − ũk)>d(uk, ũk). (4.6)

½½½ÂÂÂµ£þþþ,,,������¤é�½�é¡�½Ý
 H, bX�3�� δ > 0, ¦�

(uk − u∗)>Hd(uk, ũk) ≥ δ‖uk − ũk‖2,

K¡ d(uk, ũk) ´��ål¼ê 1
2‖u− u

∗‖2H 3 uk ?'u H-��þ,��.

3ÝK (4.2) ¥, ·�b�

βk‖F (uk)− F (ũk)‖ ≤ ν‖uk − ũk‖, ν ∈ (0, 1). (4.7)

d d(uk, ũk) �L�ª (4.4) Úþãb�, �â Cauchy-Schwarz Ø�ª, k

(uk − ũk)>d(uk, ũk) ≥ (1− ν)‖uk − ũk‖2. (4.8)

Ø�ª (4.6) Ú (4.8) w�·�, 3^� (4.7) ÷v��¹e, d (4.4) ½Â� d(uk, ũk) ´

î¼�e���þ,��.
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4.2 ���������)))���CCC)))888���CCC���###���SSS���:::

��´|^ål¼ê�eü��(þ,������), ¦�#�S�:l)8�C�
.

Ïd, ·�^

uk+1 = uk − αd(uk, ũk) (4.9)

�)#�S�:, Ù¥ d(uk, ũk) ´d (4.4) �Ñ�. ùk:� (3.8) ��f, �´ò

d(uk, ũk) �O�
 (3.8) ¥� (uk − ũk). e¡·�?ØXÛÀ�Ú� α.

4.2.1 OOO���ÚÚÚ������ÂÂÂ   ���{{{

·�ò (4.9) ¥� uk+1 P� uk+1(α), L«#�S�:�6uÚ� α. �	� α �'�å

l²� áþ,

ϑk(α) := ‖uk − u∗‖2 − ‖uk+1(α)− u∗‖2. (4.10)

�â½Â

ϑk(α) = ‖uk − u∗‖2 − ‖uk − u∗ − αd(uk, ũk)‖2

= 2α(uk − u∗)>d(uk, ũk)− α2‖d(uk, ũk)‖2. (4.11)

é?¿�½�(½): u∗, (4.11) L² ϑk(α) ´ α ����g¼ê. �´ u∗ ´���,

·�Ã{��¦ ϑk(α) �4�.

Theorem 4.1. � uk+1(α) d (4.9) )¤. é?¿� α > 0, d (4.10) ½Â� ϑk(α) k

ϑk(α) ≥ qk(α), (4.12)

Ù¥ d(uk, ũk) d (4.4) �Ñ,

qk(α) = 2α(uk − ũk)>d(uk, ũk)− α2‖d(uk, ũk)‖2. (4.13)

yyy²²². ù�(Ø�±l (4.11) |^ (4.6) ����. �

½n 4.1 L²�g¼ê qk(α) ´ ϑk(α) ���e.¼ê. ¦ qk(α) ��4�� α∗k ´

α∗k = argmax{qk(α)} =
(uk − ũk)>d(uk, ũk)

‖d(uk, ũk)‖2
. (4.14)

Â �{��¿´�3zgS�¥4�z�g¼ê ϑk(α) (� (4.11)), du§¹k���

u∗, ·�Ø�®â4�z§�e.¼ê qk(α).

O α* γα*

q(α)

ϑ(α)

α

ã 5. �tµÏf γ ∈ [1, 2) �«¿ã
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Ïd, 3¢SO�¥, ·������tµÏf γ ∈ [1, 2), -

uk+1 = uk − γα∗kd(uk, ũk), (4.15)

� γ ∈ [1, 2) �nd���A�«¿ã. �â (4.10) Ú (4.12), d (4.15) �)� uk+1 ÷v

‖uk+1 − u∗‖2 ≤ ‖uk − u∗‖2 − qk(γα∗k).

d qk(α) Ú α∗k �½Â (©O� (4.13) Ú (4.14)), ��

qk(γα
∗
k) = 2γα∗k(u

k − ũk)>d(uk, ũk)− γ2(α∗k)
2‖d(uk, ũk)‖2

= γ(2− γ)α∗k(u
k − ũk)>d(uk, ũk).

¯¢þ, N´y² α∗k >
1
2 (��¡� (4.19)). Ïd, d��úª (4.15) �)� uk+1 ÷v

‖uk+1 − u∗‖2 ≤ ‖uk − u∗‖2 − γ(2− γ)

2
(uk − ũk)>d(uk, ũk). (4.16)

5¿�,þª¥� (uk− ũk)>d(uk, ũk)´ (4.6)�mà, (4.8)`²§�u (1−ν)‖uk− ũk‖2.

4.2.2 ���½½½ÚÚÚ������ÂÂÂ   ���{{{

·�ò^� (4.7) ÷v�, ^ü Ú��S�úª

uk+1 = uk − d(uk, ũk), (4.17)

�)#S�:��{, ¡�Ð��{ (Primary Method). |^ (4.6), d{üO���

‖uk+1 − u∗‖2 = ‖(uk − u∗)− d(uk, ũk)‖2

= ‖uk − u∗‖2 − 2(uk − u∗)>d(uk, ũk) + ‖d(uk, ũk)‖2

≤ ‖uk − u∗‖2 −
(
2(uk − ũk)>d(uk, ũk)− ‖d(uk, ũk)‖2

)
. (4.18)

|^ (4.4) Ú (4.7), �±��

2(uk − ũk)>d(uk, ũk)− ‖d(uk, ũk)‖2

= d(uk, ũk)>{2(uk − ũk)− d(uk, ũk)}
=

{
(uk − ũk)− βk[F (uk)− F (ũk)]

}>{
(uk − ũk) + βk[F (uk)− F (ũk)]

}
= ‖uk − ũk‖2 − β2

k‖[F (uk)− F (ũk)]‖2

≥ (1− ν2)‖uk − ũk‖2. (4.19)

�\ (4.18), `²d (4.17) �)�S� {uk} ÷v

‖uk+1 − u∗‖2 ≤ ‖uk − u∗‖2 − (1− ν2)‖uk − ũk‖2. (4.20)

Ø�ª (4.16) Ú (4.20) `², ^O�Ú�Ú�½Ú���{�)�S� {uk} Ñ´Â Ú
k.�. |^ù
'�Ø�ª, N´y²Âñ½n. �,ù
(ØÑ3b� (4.7) ÷v�â

¤á, �ù�b��±� F ´ Lipschitz ëY�3 (4.2) ¥ÏL^ Armijo {KÀ�·��

βk Ò�±¢y.
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4.3 ÛÛÛ©©©���ÌÌÌ)))������ÚÚÚ������ÚÚÚ���

ÝKÂ �{�·��É�{©�?´U3��úª¥�Ì)������Ï���


��Ó�Ú�. ÏLÝKJø�ýÿ: ũk ÷vC©Ø�ª (4.3).

½½½ÂÂÂµ£ÌÌÌ)))������¤3C©Ø�ª (4.3) ¥,

ũk ∈ Ω, (u− ũk)>βkF (ũk) ≥ (u− ũk)>d(uk, ũk), ∀u ∈ Ω,

Ù¥ d(uk, ũk) d (4.4) �Ñ. ©?Ø�ªüà�

βkF (ũk) Ú d(uk, ũk),

·�¡���éÌ)��.

§4.2 ���úª (4.9) ¥æ^ d(uk, ũk) ���, ùp·�^ βkF (ũk) O�§, ¿N\

�gÝK. Ó�^

uk+1
II (α) = PΩ[uk − αβkF (ũk)], (4.21)

��6uÚ� α �#�S�:. �
«O�d (4.9) )¤� uk+1, ·�3 (4.21) ¥^�e

I� uk+1
II (α) L«. é?¿�½� u∗ ∈ Ω∗, ·�ò

ζk(α) = ‖uk − u∗‖2 − ‖uk+1
II (α)− u∗‖2 (4.22)

w¤´�gS��?Úþ, §´Ú� α �¼ê. ·�ØU��4�z ζk(α), Ï�§¹k·

��¦� u∗. e¡�½n`², éÓ�� α, ζk(α) ‘`u’ (4.12) ¥� ϑk(α).

Theorem 4.2. � uk+1(α) d (4.21) )¤. é?¿� α > 0, d (4.22) ½Â� ζk(α) k

ζk(α) ≥ qk(α) + ‖(uk − uk+1
II (α))− αd(uk, ũk)‖2, (4.23)

Ù¥ d(uk, ũk) Ú qk(α) ©Od (4.4) Ú (4.13) �Ñ.

yyy²²². Äk, Ï� uk+1(α) = PΩ[u−αβkF (ũk)] Ú u∗ ∈ Ω, �âÝK�5�Ú{u½n, k

‖uk+1(α)− u∗‖2 ≤ ‖uk − αβkF (ũk)− u∗‖2 − ‖uk − αβkF (ũk)− uk+1
II (α)‖2. (4.24)

'

&

$

%

qu
HHH

HHH
HHquk − αβkF (ũk)

uk+1
II (α) q

qu∗









�
��

�
��

�
��

��

Ω

ã 6. Ø�ª (4.24) �AÛ)º
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Ïd, |^ ζk(α) �½Â(� (4.22)), ·�k

ζk(α) ≥ ‖uk − u∗‖2 − ‖(uk − u∗)− αβkF (ũk)‖2 + ‖(uk − uk+1
II (α))− αβkF (ũk)‖2

= 2α(uk − u∗)>βkF (ũk) + 2α(uk+1
II (α)− uk)>βkF (ũk) + ‖uk − uk+1

II (α)‖2

= ‖uk − uk+1
II (α)‖2 + 2α(uk+1

II (α)− u∗)>βkF (ũk). (4.25)

ò (4.25) ¥mà����� (uk+1
II (α)− u∗)>βkF (ũk) ©)¤

(uk+1
II (α)− u∗)>βkF (ũk) = (uk+1

II (α)− ũk)>βkF (ũk) + (ũk − u∗)>βkF (ũk),

|^ (3.7), þªmà����Ü©�K. �\ (4.25) �mà, ?�Ú��

ζk(α) = ‖uk − uk+1
II (α)‖2 + 2α(uk+1

II (α)− ũk)>βkF (ũk). (4.26)

Ï� uk+1
II (α) ∈ Ω, ^§O� (4.3) ¥�?¿ u ∈ Ω, ��

(uk+1
II (α)− ũk)>βkF (ũk) ≥ (uk+1

II (α)− ũk)>d(uk, ũk). (4.27)

ò§��\ (4.26) �mà, Òk

ζk(α) ≥ ‖uk − uk+1
II (α)‖2 + 2α(uk+1

II (α)− ũk)>d(uk, ũk). (4.28)

éþªmà, |^ qk(α) �/ª (�(4.13)), Òz¤

‖uk − uk+1
II (α)‖2 + 2α(uk+1

II (α)− ũk)>d(uk, ũk)

= ‖uk − uk+1
II (α)‖2 + 2α(uk+1

II (α)− uk)>d(uk, ũk) + 2α(uk − ũk)>d(uk, ũk)

= ‖(uk − uk+1
II (α))− αd(uk, ũk)‖2 − α2‖d(uk, ũk)‖2 + 2α(uk − ũk)>d(uk, ũk)

= ‖(uk − uk+1
II (α))− αd(uk, ũk)‖2 + qk(α).

ù�Ò�¤
½n(Ø (4.23) �y². �

½n 4.2 `², qk(α) �´ ζk(α) �e.. éÓ�� α, ζk(α) `u ϑk(α). 3¢SO�

¥, æ^��úª

(Â �{–1) uk+1
I = uk − γα∗kd(uk, ũk) (4.29)

½ö

(Â �{–2) uk+1
II = PΩ[uk − γα∗kβkF (ũk)] (4.30)

�)#�S�: uk+1, Ù¥� α∗k Ñd (4.14) �Ñ. æ^��úª (4.29), §�Ð?´)¤

uk+1 Ø^2�ÝK. ¢S¯K¥, � Ω þ�ÝK�d  Øp (~X Ω ~~´���%�

½öµ/), Ïd~æ^��úª (4.30). ù�¡�nd·�3Ø© [22] ¥k��[�`².

éÝKÂ �{, (4.3) ªL² ũk ´��A½�C©Ø�ª�), ù´ó�Ä:. ½n

4.1 �y²�´^� (4.6), 
§´dÝK�5� (4.1) ���. n*½n 4.2 �y², (4.27)

´^ uk+1
II (α) O� (4.3) ¥�?¿ u ∈ Ω �5�. d	, ·�I��==´

• d{u½n���5� (4.24)—ð�n�/�>�²��uü^á>�²�Ú.
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ù
·�3¥ÆÒ®²ÆL, �Æ�´w�·�XÛLã�Ü�~5�¦. �â (4.3) J

ø�Ì)��, 3æ^�ÓÚ��ü��{ (4.29) Ú (4.30) ¥, XJ^PÒ uk+1
I (α) =

uk − αd(uk, ũk), (4.12) Ú (4.23) Ò�±©OU�¤

ϑk(α) = ‖uk − u∗‖2 − ‖uk+1
I (α)− u∗‖2 ≥ qk(α),

Ú

ζk(α) = ‖uk − u∗‖2 − ‖uk+1
II (α)− u∗‖2 ≥ qk(α) + ‖uk+1

I (α)− uk+1
II (α)‖2.

Ù¥ qk(α) d (4.13) �Ñ. ��õcc�ù�uy, ´�8·��g±�k:¤��(J.

Theorem 4.3. � VI(Ω, F ) �)8 Ω∗ ��, Kd�!J��ÝKÂ �{�)�S�

{uk} Âñ� VI(Ω, F ) �,�): u∗ ∈ Ω∗.

'uC©Ø�ª�ÝKÂ �{�Ì�Ø©, �5C©Ø�ª�¡�´ [8, 9], ��5

C©Ø�ª�¡�´ [10, 11, 14, 15, 21, 24]. ?nØÓa.¯K�ÝKÂ �{�m�S

3éX�ë� [27]. éù�!�SN���?�Ú�
), ë��öÌ�þX�ùÂ5à

`zÚüNC©Ø�ª�Â �{6[30] �1��1nùÒ�\��. d	, 10 cc3

(�.C©Ø�ª��O��{ [12, 13] �¡�ó�, éCc^�O��{ (Alternating

Direction Method of Multipliers) ¦)©l(��à`z¯Kk¢�5��Ï [16, 17, 18].

5 ���555���ååå���ààà`̀̀zzz¯̄̄KKK — ½½½���������CCC:::���{{{

3 §4 ¥?Ø�¦)C©Ø�ª (2.1) �ÝKÂ �{¥, ýÿ: ũk ´ÏLÝK (4.2) �

��. ũk ´��A½�C©Ø�ª (4.3) �).

é�5�åà`z¯K, ·���
�Ù�d�·ÜüNC©Ø�ª (2.10) Ú (2.12).

^C©Ø�ª��µe, ÏL¦)�
 (�¿�E�) {üf¯K)¤ýÿ: w̃k, ¦Ù´

C©Ø�ª

w̃k ∈ Ω, θ(u)− θ(ũk) + (w − w̃k)>F (w̃k) ≥ (v − ṽk)>H(vk − ṽk), ∀w ∈ Ω, (5.1)

�), Ù¥mà�Ý
 H ´ÏI
n¤�é¡�½Ý
. c¡®²0�L, u éA�´à

`z¯K¥��©Cþ, w ´�©Cþ\éóCþ. �þ v, �â�{�¦, �±´�þ w

��, ��±´ w ���f�þ. k�¦)�©lCþà`z��{¥, S���k
 w

�Ü©©þÒ�±m©, �gS��±��ù
#�Ü©Cþ
�¤. ·�rù
CþP

¤ v, ¡�S��{¥�Ø%Cþ. ýÿ:¥ w̃k\ṽk @Ü©©þ´�â vk O����, Ï

d, r w\v �@Ü©©þ¡�¥mCþ. ò Ω∗ ¥éAuØ%Cþ v �Ü©P� V∗.
5¿� (5.1) �mà´��aq� (4.3) �ªf. k
§, ·�Ò�±� §4 ¥@��E

Â �{. �©�±Úó¥�1�a¯K�~, �õ�á��ë��öÌ�þ��w [29].

5.1 CCC©©©ØØØ���ªªª���)))������ýýýÿÿÿ:::

é §2.2 ¥J��à`z¯K (2.7), �`) x∗ Ú�A��` Lagrange ¦f λ∗ �å,

(x∗, λ∗) ´ Lagrange ¼ê

L(x, λ) = θ(x)− λ>(Ax− b),
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3 Ω = X × Λ þ�Q:. é�½� (xk, λk), ÏL

x̃k = arg min{L(x, λk) +
r

2
‖x− xk‖2 |x ∈ X} (5.2a)

Ú

λ̃k = arg max{L([2x̃k − xk], λ)− s

2
‖λ− λk‖2 |λ ∈ Λ}, (5.2b)

��ýÿ: (x̃k, λ̃k). �â (2.6), `z¯K (5.2) ��`5^�´{
x̃k ∈ X , θ(x)− θ(x̃k) + (x− x̃k)>

(
−A>λk + r(x̃k − xk)

)
≥ 0, ∀x ∈ X ,

λ̃k ∈ Λ, (λ− λ̃k)>
(
A(2x̃k − xk)− b+ s(λ̃k − λk)

)
≥ 0, ∀ λ ∈ Λ.

þª�±�¤·�I��/ª

θ(x)−θ(x̃k)+

(
x− x̃k

λ− λ̃k

)>{(
−A>λ̃k

Ax̃k − b

)
+

(
r(x̃k − xk) +A>(λ̃k − λk)
A(x̃k − xk) + s(λ̃k − λk)

)}
≥ 0, ∀w ∈ Ω.

|^ (2.10) �/ª, þª`²d (5.2) �)� w̃k = (x̃k, λ̃k) ´C©Ø�ª

w̃k ∈ Ω, θ(x)− θ(x̃k) + (w − w̃k)>F (w̃k) ≥ (w − w̃k)>H(wk − w̃k), ∀w ∈ Ω. (5.3)

�), ù��u (5.1) ¥� u = x, v = w ��«äN/ª. Ù¥é¡Ý


H =

(
rIn A>

A sIm

)
,

� rs > ‖A>A‖ �, H ´�½�. ò (5.1) ¥?¿� w ∈ Ω À¤ w∗, Ò��

(ṽk − v∗)>H(vk − ṽk) ≥ θ(w̃k)− θ(w∗) + (w̃k − w∗)>F (w̃k), (5.4)

|^ (3.11), (5.4) �mà�K. d (5.4) ?
��

(vk − v∗)>H(vk − ṽk) ≥ (vk − ṽk)>H(vk − ṽk) = ‖vk − ṽk‖2H . (5.5)

Ïd (vk − ṽk) ´ H-�e�þ,��. 3½�� PPA �{¥, ýÿ:÷vC©Ø�ª

(5.1). ·�AO�5¿� (5.1) ¥�Ý
 H ´é¡�½�. �
��ù�8�, ·� 

 ^�E5��{��OS�L§¥�f¯K. 3þ¡�~f¥, ·��¿�E
f¯K

(5.2b), ¦� (5.3) ¥�Ý
é¡, ?
ÏL·�À� r Ú s ¦��½.

5.2 ���������))) H-���eee���CCC)))888���CCC���###SSS���:::

�â §4.1.2 ¥'uþ,���½Â, (5.5) L«d (5.1) �)�ýÿ: ṽk Jø
 H- �e

���þ,�� d(vk, ṽk) = vk − ṽk. |^ù���, #�S�:d

vk+1 = vk − α(vk − ṽk)
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)¤, Ù¥Ú� α �½. |^ (5.5), aq §4.2.1 ¥�©Û��

‖vk − v∗‖2H − ‖vk+1 − v∗‖2H
= ‖vk − v∗‖2H − ‖vk − v∗ − α(vk − ṽk)‖2H
= 2α(vk − v∗)>H(vk − ṽk)− α2‖vk − ṽk‖2H
≥ (2α− α2)‖vk − ṽk‖2H .

þªmà�'u α ��g¼ê3 α∗k = 1 ����. du α∗k ≡ 1, #�S�:�±ÏL

vk+1 = vk − γ(vk − ṽk), γ ∈ (0, 2) (5.6)

�Ñ. Ï~, 3 [1, 2) �tµÏf γ, ~X γ = 1.5. ·�rùa�{¡�½���C:�{

(Customized PPA). XJ� γ ≡ 1, ¤ã�{Ò´ Chambolle Ú Pock � C-P �{ [3]. ½

�� PPAJø
��°��µe,�õ�'u½�� PPA�{�~f�ë�Ø© [7, 22].

½���C:�{Ú C-P �{O��J'���±3�öX�ùÂ [30] �1où¥�±

é�.

6 ���555���ååå���ààà`̀̀zzz¯̄̄KKK — ÄÄÄuuuCCC©©©ØØØ���ªªª���ýýýÿÿÿ-���������{{{

3 §5 ¥, é
gà`z�üN·ÜC©Ø�ª (2.10) Ú (2.12), (5.1) ¥�ýÿ: w̃k ´

UI£�
n¤��é¡�½�Ý
 H¤ÏL�¿�EAÏ�f¯K)¤�. k
®k�

£Ø�½Âñ�¤�{, r§�ÏL¦)�
{ü�f¯K)¤�:w�ýÿ: w̃k, T´

C©Ø�ª

w̃k ∈ Ω, θ(u)− θ(ũk) + (w − w̃k)>F (w̃k) ≥ (v − ṽk)>Q(vk − ṽk), ∀w ∈ Ω, (6.1)

�), Ù¥ Q ¿Øé¡, �´ Q> +Q ´�½Ý
. þ¡ (6.1) ¥��þ v, �â�{�¦,

�±´ w ���f�þ, ��±´ w ��. ùp�Ñ�~f¥, v = w. 3 [29] ¥�Ñ�

Nõ~f, v ´ w �ýf�þ.

6.1 CCC©©©ØØØ���ªªª���)))������ýýýÿÿÿ:::

3ÄuC©Ø�ª�ýÿ-���{¥, ýÿ:÷vC©Ø�ª (6.1). 5¿� (6.1) ¥�Ý


 Q ´�é¡�. ù«ýÿ:��´ÏL®���{½Â�. Ó�±¦) §2.2 ¥J��

à`z¯K (2.7) �~. é�½� (xk, λk), ·�òÏL

x̃k = arg min{L(x, λk) +
r

2
‖x− xk‖2 |x ∈ X} (6.2a)

Ú

λ̃k = arg max{L(x̃k, λ)− s

2
‖λ− λk‖2 |λ ∈ Λ}, (6.2b)

��� (x̃k, λ̃k) ¡�ýÿ:. ��ò (x̃k, λ̃k) ��#�S�:, - (xk+1, λk+1) = (x̃k, λ̃k),

Ò�� [26] ¥�/�©-éó·ÜFÝ{0(Primal-Dual Hybrid Gradient Algorithm, {
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¡ PDHG), ù��{3vk�	^��¿Ø�½Âñ. �â (2.6), `z¯K (6.2) ��`

5^�´{
x̃k ∈ X , θ(x)− θ(x̃k) + (x− x̃k)>(−A>λk + r(x̃k − xk)) ≥ 0, ∀x ∈ X ,
λ̃k ∈ Λ, (λ− λ̃k)>((Ax̃k − b) + s(λ̃k − λk)) ≥ 0, ∀ λ ∈ Λ.

þª�±�¤·�I��/ª

θ(x)−θ(x̃k)+

(
x− x̃k

λ− λ̃k

)>{(
−A>λ̃k

Ax̃k − b

)
+

(
r(x̃k − xk) +A>(λ̃k − λk)

s(λ̃k − λk)

)}
≥ 0, ∀w ∈ Ω.

|^ (2.10) �/ª, þª`²d (6.2) �)� w̃k = (x̃k, λ̃k) ´C©Ø�ª

w̃k ∈ Ω, θ(x)− θ(x̃k) + (w − w̃k)>F (w̃k) ≥ (w − w̃k)>Q(wk − w̃k), ∀w ∈ Ω. (6.3)

�), ù´ (6.1) ¥� u = x, v = w ��«äN/ª, Ù¥Ý


Q =

(
rIn A>

0 sIm

)
(6.4)

´�é¡�. � rs > 1
4‖A

>A‖ �, Q> +Q Ò´�½�, Ï�

w>Qw = r‖x‖2 + s‖λ‖2 + λ>Ax ≥ r‖x‖2 + s‖λ‖2 − 1

2

(
2s‖λ‖2 +

1

2s
‖Ax‖2

)
≥

(
r − ‖A

>A‖
4s

)
‖x‖2.

6.2 ���������))) H-���eee���CCC)))888���CCC���###SSS���:::

ò (6.1) ¥?¿� w ∈ Ω À¤ w∗, Ò©O��

(ṽk − v∗)>Q(vk − ṽk) ≥ θ(w̃k)− θ(w∗) + (w̃k − w∗)>F (w̃k). (6.5)

|^ (3.11), (6.5) �mà�K. Ïd

(vk − v∗)>Q(vk − ṽk) ≥ (vk − ṽk)>Q(vk − ṽk). (6.6)

du 2v>Qv = v>(Q> +Q)v, �â §4.1.2¥'uþ,���½Â,�Ý
 Q> +Q � 0�,

þªL«d (6.1)�)�ýÿ: ṽk Jø
î¼�e���þ,�� d(vk, ṽk) = Q(vk−ṽk).
b�Ý
 Q k©)ª

Q = HM, ¦� H � 0, (6.7)

@o (6.6) �±�¤

(vk − v∗)>HM(vk − ṽk) ≥ (vk − ṽk)>Q(vk − ṽk). (6.8)

� Q> +Q � 0 �, M(vk − ṽk) Ò´ål¼ê3 H-�e���þ,��.
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·�U (6.7) ��¦, � Q = HM �©). ~X, é (6.4) ¥� Q,

H =

(
rIn 0

0 sIm

)
, M =

(
In

1
rA

>

0 Im

)

Ò´�«÷v�¦�©). ,���±�ÝKÂ �{¥@�, ÏLü«ØÓ����ª

�Ñ#�S�:.

zzzgggSSS���ÑÑÑ^̂̂OOO���ÚÚÚ������ÂÂÂ   ���{{{. d (6.1) �)�ýÿ: ṽk, ·���
 H-�e�þ

,�� M(vk − ṽk) (�(6.8)). |^ù���, #�S�:d

vk+1 = vk − αM(vk − ṽk)

)¤, Ù¥Ú� α �½. |^ (6.8), aq §4.2.1 ¥�©Û��

‖vk − v∗‖2H − ‖vk+1 − v∗‖2H
= ‖vk − v∗‖2H − ‖(vk − v∗)− αM(vk − ṽk)‖2H
= 2α(vk − v∗)>HM(vk − ṽk)− α2‖M(vk − ṽk)‖2H
≥ 2α(vk − ṽk)>Q(vk − ṽk)− α2‖M(vk − ṽk)‖2H . (6.9)

þªmà�'u α ��g¼ê3

α∗k =
(vk − ṽk)>Q(vk − ṽk)
‖M(vk − ṽk)‖2H

(6.10)

����. #�S�:�±ÏL

vk+1 = vk − γα∗kM(vk − ṽk), γ ∈ (0, 2) (6.11)

�Ñ. Ï~� γ ∈ [1, 2). ò (6.10) Ú (6.11) �\ (6.9) �mà, ��S� {vk} ÷v

‖vk+1 − v∗‖2H ≤ ‖vk − v∗‖2H − γ(2− γ)α∗k(v
k − ṽk)>Q(vk − ṽk). (6.12)

zzzgggSSS���ÑÑÑ^̂̂���½½½ÚÚÚ������ÂÂÂ   ���{{{. ·��¦ rs > ‖A>A‖, ^��úª

vk+1 = vk −M(vk − ṽk), (6.13)

)¤#�S�:. du Q = HM , ù� (6.1) Ò�±U�¤

θ(x)− θ(x̃k) + (w − w̃k)>F (w̃k) ≥ (v − ṽk)>H(vk − vk+1), ∀w ∈ Ω, (6.14)

é (6.14) ªmà� (v − ṽk)>H(vk − vk+1), ^ð�ª

(a− b)>H(c− d) =
1

2

(
‖a− d‖2H − ‖a− c‖2H

)
+

1

2

(
‖c− b‖2H − ‖d− b‖2H

)
, (6.15)

?1?n, Òk

θ(x)− θ(x̃k) + (w − w̃k)>F (w̃k)

≥ 1

2

(
‖v − vk+1‖2H − ‖v − vk‖2H

)
+

1

2

(
‖vk − ṽk‖2H − ‖vk+1 − ṽk‖2H

)
, ∀w ∈ Ω.(6.16)
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é (6.16) mà����Ü©, |^ (6.13), ·�k

1

2

(
‖vk − ṽk‖2H − ‖vk+1 − ṽk‖2H

)
=

1

2

(
‖vk − ṽk‖2H − ‖(vk − ṽk)−M(vk − ṽk)‖2H

)
=

1

2

(
(vk − ṽk)>(2HM −M>HM)(vk − ṽk)

)
=

1

2
‖vk − ṽk‖2G,

Ù¥

G = Q> +Q−M>HM.

òþã(J�\ (6.16) ¥, Òk

w̃k ∈ Ω, θ(x)− θ(x̃k) + (w − w̃k)>F (w̃k)

≥ 1

2

(
‖v − vk+1‖2H − ‖v − vk‖2H

)
+

1

2
‖vk − ṽk‖2G, ∀w ∈ Ω. (6.17)

2^ w∗ O� (6.17) ª¥?¿� w ∈ Ω ¿|^üN5, Ò¬��

‖vk+1 − v∗‖2H ≤ ‖vk − v∗‖2H − ‖vk − ṽk‖2G, ∀ v∗ ∈ V∗. (6.18)

du rs > ‖A>A‖, Ïd

G = Q> +Q−M>HM

=

(
2rIn A>

A 2sIm

)
−

(
In 0
1
rA Im

)(
rIn 0

0 sIm

)(
In

1
rA

>

0 Im

)

=

(
rIn 0

0 sIm − 1
rAA

>

)
� 0.

Ï� G �½, S� {wk} ´3 H-�eÂ �. (6.18) ´�{Âñ�'�Ø�ª.

555. ù�!'u�½Ú��{�Âñ5, Ì��â´ (6.14), §´d)¤ýÿ:�C©Ø�

ª (6.1) Ú��úª (6.13) �5�. y²�óä´ (6.15), ´��é¥Æ)5`�ÎÃ(

J�ð�ª. |^ (6.17), ·��±?�Ú��

w̃k ∈ Ω, θ(x)− θ(x̃k) + (w − w̃k)>F (w̃k) ≥ 1

2

(
‖v − vk+1‖2H − ‖v − vk‖2H

)
, ∀w ∈ Ω.

k
þª, ÏLé k = 0, 1, . . . \\, �{3H{¿Âe�Âñ�Ç [19] ÒUêþ��
.

7 (((ØØØ���ÐÐÐ"""

ù�©Ù0�
à`z�©�Â �{�C©Ø�ªÝKÂ �{�'X. éÝKÂ �

{�n)���
, ?n�©l(�à`z�ÃãÒõ�
. ÄuC©Ø�ª�µe, Ø


�±^ §5 ¥½���C:�{, ��±^ §6 ¥�ýÿ-���{. éu §6 ¥�ýÿ-��

�{, lnØþù, ��Ø´�k�Ã�. XJÑ�
��, ÒC¤
 [26] ¥� PDHG �

{. ^ PDHG �{k�
¤õ��~, �nØþ¿Ø�yÂñ. e¡�~f�±`².

~~~ ·�±�55y min{x |x = 1, x ≥ 0} ���åà`z¯K (2.7) �~f.
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• �A�C©Ø�ª (2.10) ¥, Cþ w = (x, λ), Q:´ w∗ = (x∗, λ∗) = (1, 1).

• 3f¯K¥�^�ëê, ·�� r = s = 1. Ð©:Ñ� w0 = (x0, λ0) = (0, 0).

• C-P (Chambolle and Pock) �{ [3] ´3½��C:�{���(5.6) ¥�γ = 1, �

uò(5.2)�ÑÑ����#�S�:;

• �©-éó·ÜFÝ{(Zhu and Chan [26]�PDHG),o´��ò (6.2)�ÑÑ w̃k �

�#�S�: wk+1, �{¿Ø�yÂñ;

• \����©-éó·ÜFÝ{Ò´ §6 ¥�ýÿ-���{, §´ò (6.2) �ÑÑ w̃k

��ýÿ:, 2^ (6.13) ��)¤#�S�: wk+1, ù�~fL²ù��' C-P �

{Âñ�¯�
.

·�òØÓ�{�Âñ5�3ã 7 ¥L².

s
(1,1) w∗6

6@
@
@
@
@R

s

r

r

w0 (0,0)

w1

w2

w3

C-P ���{{{

s(1,1)
w∗6

6

-
@
@
@
@
@R

?�@
@

@
@
@I

s

r

r r

r

rr(0,0)w0

w7
w1

w2 w3

w4w4

w5w6

���©©©-éééóóó···ÜÜÜFFFÝÝÝ{{{

s- (1,1)
w∗

w1

6

s

r

(0,0)w0

w̃0

\\\��������� PDHG ���{{{

ã 7. ØÓ�{�Âñ5�

·�r�?Ø�`z¯KÑ8(� (2.14) ù��C©Ø�ª

w∗ ∈ Ω, θ(u)− θ(u∗) + (w − w∗)>F (w∗) ≥ 0, ∀w ∈ Ω.

¦)ù��¯K, ·�æ^Xe�ýÿ-���{µeµ

[ýýýÿÿÿ]. é�½� vk, ¦�ýÿ: w̃k ∈ Ω, ¦Ù÷v

θ(u)− θ(ũk) + (w − w̃k)>F (w̃k) ≥ (v − ṽk)>Q(vk − ṽk), ∀w ∈ Ω, (7.1a)

Ù¥Ý
 Q Ø�½é¡, �´Q> +Q �½.

[������]. #�Ø%Cþ vk+1 d

vk+1 = vk − αM(vk − ṽk), (7.1b)

�Ñ, Ù¥ α > 0 �~ê.

Âñ5^��
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é�½�Ý
 Q Ú M , k���½Ý
 H, ¦�

HM = Q. (7.2a)

¿�, Ý


G = Q> +Q− αM>HM � 0. (7.2b)

3ù�µeÚ^�e, �E�{Úy²Âñ5Ñ��N´[16]. én��f±þ��©

lCþ¯KUE� ADMM �{ [17, 18], Âñ5y²^ù�µe [28] Ò�{'N´. Ýº


¦)C©Ø�ª�ÝKÂ �{¥�`D¤J, é¦)&E�Æ¥DÕ¯K¬ké��

Ï. �X`, §4.3 ¥, Ì)��Ú�ÓÚ�, ùa(JXÛ£��à`z�©��{¥. é

ØÓ(��à`z¯K, XÛÜn�E�)ýÿ:��{, ¦�ýÿ:´ (5.1) Ú (6.1) ù

��fC©Ø�ª�), ¿�¦Ïd
�E��{�Ç�p.

I�`²��´, ùp0��Ñ´���{. ½���C:�{´��N´¢y��C

:�{, �§�´áu�C:�{, Ï~�C:�{3?n¯K��f:ùpk��¬w

y. d	, ëêXÛÀJ, k
��¤?n�¯Kþjk', I�éäN¯KäN?Ø. `

z.��£´, vk���{´é¤k�¯KÑ´�Ð�. ùp?Ø���©��{, ��

¦<3¦)�
¢S¯K¥æ^, ~X [2, 3, 5].


)·��ó�, ù´�Ð?�Ö�. ¥?Ö�´�ö��w [29], 2�[�:�´�

ö�ùÂ [30]. ·ë���#ó�, ��Ñ�±3 Optimization Online ±9�lE¬�Æ

êÆX�¡²Æ¬ (Xiaoming Yuan) �Ì�þé�.
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