
VII - 1

CCC©©©ØØØ���ªªªµµµeeeeee(((���...

ààà`̀̀zzz���©©©���ÂÂÂ   ���{{{

VII. dýÿû½�2ÂPPA�{

¥Æ�ênÄ: 7���¬¢�

ÊÏ��ÆêÆ ���`z�n

Û ] ) H®�ÆêÆX

Homepage: maths.nju.edu.cn/˜hebma

U�êÆÀ�¥% 2023c10�17− 27F



VII - 2

1 222ÂÂÂ���CCC:::���{{{

·�0�
C©Ø�ªÚ�C:�{�Vg.?Ø
ÄuÜ�ýÿ�Eü 

Ú����{�üÑ,y²
S�S�÷vÂ Ø�ª

‖vk+1 − v∗‖2H ≤ ‖vk − v∗‖2H − ‖vk − ṽk‖2G, ∀ v∗ ∈ V∗, (1.1)

Ù¥HÚG©O¡��êÝ
Ú�ÃÝ
.�H = G�,ùgXPPA�{�

(Ø.Ïd,·�rýÿ-���{�Â Ø�ª (1.1)¥H = G��{¡�2

ÂPPA�{.

c¡·�0��à`z�©�Â �{Ä�þÑ3C©Ø�ª��C:�

{(PPA)Ú�©là`z��O��{(ADMM)�Ä:þuÐå5�.·�£�

�eù
�{�Ì��k5�.

1.CCC©©©ØØØ���ªªªPPA���{{{���ÌÌÌ���555���

·�éC©Ø�ª¯K

w∗ ∈ Ω, θ(u)− θ(u∗) + (w − w∗)TF (w∗) ≥ 0, ∀w ∈ Ω, (1.2)
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, H-�e�PPA�{�1kÚl®�

�wkÑu,¦��#S�:wk+1¦�

wk+1 ∈ Ω, θ(u)−θ(uk+1) + (w − wk+1)TF (wk+1)

≥ (w − wk+1)TH(wk − wk+1), ∀w ∈ Ω. (1.3)

wk+1´C©Ø�ª¯K (1.2)�)�¿©7�^�´ (1.3)¥�wk = wk+1.

PPA�{�)�S�S�{wk}÷v

‖wk+1 − w∗‖2H ≤ ‖wk − w∗‖2H − ‖wk − wk+1‖2H , ∀w∗ ∈ Ω∗, (1.4)

¿k

‖wk − wk+1‖2H ≤ ‖wk−1 − wk‖2H . (1.5)

Ø�ª (1.4)Ú (1.5)´PPA�{�ü^­�
q¤��5�.

2. ADMM���{{{���ÌÌÌ���555���

rü¬�©là`z¯K

min{θ1(x) + θ2(y)|Ax+By = b, x ∈ X , y ∈ Y} (1.6)
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=�¤C©Ø�ª (1.2),Ù¥

w =


x

y

λ

 , u =

 x

y

 , θ(u) = θ1(x) + θ2(y),

F (w) =


−ATλ

−BTλ

Ax+By − b

 , Ú Ω = X × Y × <m.

ADMM�kgS�l�½�vk = (yk, λk)m©,ÏL
xk+1 ∈ arg min

{
θ1(x)− xTATλk + 1

2
β‖Ax+Byk − b‖2

∣∣ x ∈ X},
yk+1 ∈ arg min

{
θ2(y)− yTBTλk + 1

2
β‖Axk+1 +By − b‖2

∣∣ y ∈ Y},
λk+1 = λk − β(Axk+1 +Byk+1 − b)

(1.7)

¦�wk+1 = (xk+1, yk+1, λk+1).ù��{¥�Ø%Cþ´v = (y, λ).
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‖vk+1 − v∗‖2H ≤ ‖vk − v∗‖2H − ‖vk − vk+1‖2H , ∀v∗ ∈ V∗, (1.8)

Ù¥

H =

βBTB 0

0 1
β
Im

 .

Ød�	,·�3 [16]¥y²
ADMM�S�S�{vk}ä�5�

‖vk+1 − vk+2‖2H ≤ ‖vk − vk+1‖2H . (1.9)

Ø�ª (1.8)Ú (1.9)Ð«
ADMMéÐ�5�.3�
¯�ADMM�ï

Ä [2]¥,Ñ^�
 (1.9)ù^5�.



VII - 6

2 ýýýÿÿÿ-���������222ÂÂÂPPA���{{{

¦)C©Ø�ª (1.2)æ^ü Ú�����ÿ,XJýÿúª

w̃k ∈ Ω, θ(u)−θ(ũk)+(w−w̃k)TF (w̃k) ≥ (v− ṽk)TQ(vk− ṽk), ∀w ∈ Ω,

(2.1)

¥�ýÿÝ
Q÷vQT +Q � 0,eòQT +Q©
¤

D � 0, G � 0 Ú D +G = QT +Q, (2.2)

2-

M = Q−TD Ú H = QD−1QT . (2.3)

Kdü Ú���

vk+1 = vk −M(vk − ṽk) (2.4)

�)�#�S�S�{vk}÷v

‖vk+1 − v∗‖2H ≤ ‖vk − v∗‖2H − ‖vk − ṽk‖2G, ∀v∗ ∈ V∗. (2.5)



VII - 7

XJ·�æ^�éAÏ�DÚG,¦�

D = G = 1
2
(QT +Q),

@o, (2.5)ÒC¤


‖vk+1 − v∗‖2H ≤ ‖vk − v∗‖2H − ‖vk − ṽk‖2D, ∀v∗ ∈ V∗. (2.6)

éÀ½�D,�â (2.3),ok

MTHM = D,

Ïd, (2.6)Ò¤


‖vk+1 − v∗‖2H ≤ ‖vk − v∗‖2H − ‖M(vk − ṽk)‖2H , ∀v∗ ∈ V∗.

2|^M(vk − ṽk) = vk − vk+1 (� (2.4)),þªÒ


‖vk+1 − v∗‖2H ≤ ‖vk − v∗‖2H − ‖vk − vk+1‖2H , ∀v∗ ∈ V∗. (2.7)

d	,'uÚ�µe¥¤k�½Ú���{Ñy²
 (��X�ù�1où½

n4) Ñy²


‖vk+1 − vk+2‖2H ≤ ‖vk − vk+1‖2H . (2.8)
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·�rþã©Û(J�¤e¡�½n.

½½½nnn 1 ^ýÿ���{¦)C©Ø�ª (1.2),�ýÿ (2.1)¥�ýÿÝ
Q÷

vQT +Q � 0.e-

D = 1
2
(QT +Q), Ú M = Q−TD

Kdü Ú���úª

vk+1 = vk −Q−TD(vk − ṽk) (2.9)

�)�#�S�:äk5� (2.7)Ú (2.8),Ù¥

H = Q[ 1
2
(QT +Q)]−1QT .

¦)C©Ø�ª (1.2),·�rS�S�äk5� (2.7)Ú (2.8)��{,¡�

2ÂPPA�{.3¢SO�¥,·�¿Ø�¦wª�ÑH�L�ª,

3 CCCþþþOOO���eee���222ÂÂÂPPA���{{{

E,�Ä�5�å�õ¬�©là`z¯K.ù
�{�1k-ÚS�l�½
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� (A1x
k
1 , . . . , Apx

k
p, λ

k)Ñu,)¤ýÿ: w̃k÷v

θ(x)− θ(x̃k) + (w− w̃k)TF (w̃k) ≥ (w− w̃k)TQ(wk− w̃k), ∀ w ∈ Ω. (3.1)

��Ü��ýÿ,Ù¥�Ý
QT +Q  �´��þ�½�.|^þ�ù�

C�,rýÿ (3.1)U�¤ w̃k ∈ Ω,

θ(x)− θ(x̃k) + (w − w̃k)TF (w̃k) ≥ (ξ − ξ̃k)TQ(ξk − ξ̃k), ∀ w ∈ Ω, (3.2)

Ù¥Q = PTQP ,

QT +Q � 0 (3.3)

´�½Ý
.3Q�é¡� (3.3)÷v��ÿ,7Læ^7����.·�o�

±Àü�Ý
DÚG,¦�

D � 0, G � 0, Ú D + G = QT +Q. (3.4)

�âc�ù�©Û,·�kXe�½n.

½½½nnn 2 �ýÿ: ξ̃k÷v^� (3.2),Ù¥QT +Q´�½Ý
.XJdü��

½Ý
DÚG,¦� (3.4)¤á.

M = Q−TD (3.5)
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@o,|^Ý
 (3.5)��

ξk+1 = ξk −M(ξk − ξ̃k), (3.6)

�)� ξk+1÷v

‖ξk+1 − ξ∗‖2H ≤ ‖ξk − ξ∗‖2H − ‖ξk − ξ̃k‖2G , ∀ ξ∗ ∈ Ξ∗, (3.7)

Ù¥Ý
H = QD−1QT .

XJÀ

D = G =
1

2
(QT +Q) (3.8)

@o, (3.7)ÒC¤


‖ξk+1 − ξ∗‖2H ≤ ‖ξk − ξ∗‖2H − ‖ξk − ξ̃k‖2D, ∀ξ∗ ∈ Ξ∗.

éÀ½�D,�âD =MTHM,¿|^ (3.6),þªÒ¤


‖ξk+1 − ξ∗‖2H ≤ ‖ξk − ξ∗‖2H − ‖ξk − ξk+1‖2H, ∀ξ∗ ∈ Ξ∗. (3.9)

e¡y²Âñ5�,�^­�5�:S�{‖ξk − ξk+1‖H}´üNØO�.

½½½nnn 3 XJýÿ: ξ̃k÷v^� (3.2),@o,d�� (3.6)�)�#�S�
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: ξk+1÷v

‖ξk+1 − ξk+2‖2H ≤ ‖ξk − ξk+1‖2H. (3.10)

yyy²²².Äk,·�y²S�S�÷v

(ξk − ξk+1)TH[(ξk − ξk+1)− (ξk+1 − ξk+2)]

≥ 1

2
‖(ξk − ξ̃k)− (ξk+1 − ξ̃k+1)‖2(QT+Q). (3.11)

òýÿ (3.2)¥�kU�k + 1,·�k

θ(x)−θ(x̃k+1)+(w−w̃k+1)TF (w̃k+1) ≥ (ξ−ξ̃k+1)TQ(ξk+1−ξ̃k+1), ∀ w ∈ Ω,

òþª¥?¿�w�� w̃k ,��

θ(x̃k)− θ(x̃k+1) + (w̃k − w̃k+1)TF (w̃k+1) ≥ (ξ̃k − ξ̃k+1)TQ(ξk+1 − ξ̃k+1).

(3.12)

òýÿ (3.2)ª¥?¿�w�� w̃k+1,Òk

θ(x̃k+1)− θ(x̃k) + (w̃k+1 − w̃k)TF (w̃k) ≥ (ξ̃k+1 − ξ̃k)TQ(ξk − ξ̃k). (3.13)
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ò (3.12), (3.13)\3�å,|^ (w̃k − w̃k+1)T (F (w̃k)− F (w̃k+1)) ≡ 0,��

(ξ̃k − ξ̃k+1)TQ{(ξk − ξ̃k)− (ξk+1 − ξ̃k+1)} ≥ 0.

éþªü>\þ

{(ξk − ξ̃k)− (ξk+1 − ξ̃k+1)}TQ{(ξk − ξ̃k)− (ξk+1 − ξ̃k+1)}

¿|^ ξTQξ = 1
2
ξT (QT +Q)ξ,·���

(ξk − ξk+1)TQ{(ξk − ξ̃k)− (ξk+1 − ξ̃k+1)}

≥ 1

2
‖(ξk − ξ̃k)− (ξk+1 − ξ̃k+1)‖2(QT+Q).

3þª�à|^Q = HMÚ��úª (3.6),Ò�� (3.11).

e¡,·�3ð�ª ‖a‖2H − ‖b‖2H = 2aTH(a− b)− ‖a− b‖2H ¥�

a = (ξk − ξk+1) Ú b = (ξk+1 − ξk+2), ��

‖ξk − ξk+1‖2H − ‖ξk+1 − ξk+2‖2H
= 2(ξk − ξk+1)TH{(ξk − ξk+1)− (ξk+1 − ξk+2)}

−‖(ξk − ξk+1)− (ξk+1 − ξk+2)‖2H.
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|^ (3.11)O�þ¡�ªmà�1��,��

‖ξk − ξk+1‖2H − ‖ξk+1 − ξk+2‖2H

≥ ‖(ξk − ξ̃k)− (ξk+1 − ξ̃k+1)‖2(QT+Q)

− ‖(ξk − ξk+1)− (ξk+1 − ξk+2)‖2H. (3.14)

^��úª (3.6)?nþªmà��

‖(ξk − ξ̃k)− (ξk+1 − ξ̃k+1)‖2(QT+Q) − ‖(ξ
k − ξk+1)− (ξk+1 − ξk+2)‖2H

= ‖(ξk − ξ̃k)− (ξk+1 − ξ̃k+1)‖2(QT+Q−MTHM).

du (QT +Q)−MTHM = G � 0, (3.14)mà�K,½n(Ø�y. �

Ø�ª (3.9)Ú (3.10)`²,CþO�e�2ÂPPA�{Ó�ä�ÚPPA�{

�5� (1.4)Ú (1.5).

32Â�C:�{(Generalized PPA)¥,��Ý
M´d (3.2)¥�ýÿÝ


Q��(½�.XJ (3.2)¥�Q´é¡�,�â�'�½Â,��Ý
�

M = 1
2
(I +Q−TQ) ½ M = 1

2

(
I +Q−TQ

)
, (3.15)
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Ò´ü Ý
.·�ò��Ý
¿�ü Ý
,S�S�qä� (1.4)-(1.5)ù

a5���{,¡�2Â�C:�{.

4 ÄÄÄuuu���������������222ÂÂÂPPA���{{{

c�ù0���{,ýÿ�)�QÝ
´��N´¦_�Ý
���2Â�
�Ý
�Ú.·�éù��G.ýÿ,�Ñ2Â�C:�{���úª.

4.1 Primal-Dualýýýÿÿÿ���222ÂÂÂPPA���{{{

�ýÿ´dc�ù¥�Primal-Dualýÿ�Ñ�,·���/X (3.2)�C©Ø
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QPD =



Im 0 · · · 0 Im

Im Im
. . .

... Im
...

. . . 0
...

Im Im · · · Im Im

0 0 · · · 0 Im


. (4.1)

|^c�ù�Ñ�L, E ,@o

QPD =

L E

0 Im

 . (4.2)

du

MPD =
1

2

(
Ip+1 +Q−TPD QPD

)
.

·�k5�	�eQ−TPD QPD .5¿�

QTPD =

LT 0

ET Im

 Ú Q−TPD =

 L−T 0

−ETL−T Im

 .
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¤±

Q−TPD QPD =

 L−T 0

−ETL−T Im

L E

0 Im


=

 L−TL L−T E

−ETL−TL Im − ETL−T E

 (4.3)

©OO�Q−TPD QPD�o¬.Ï�

L−T =



Im −Im 0 0

0 Im
. . . 0

...
. . .

. . . −Im
0 · · · 0 Im


,
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Ý
Q−TPD QPD�þ�¬,

L−TL =



Im −Im 0 0

0 Im
. . . 0

...
. . .

. . . −Im
0 · · · 0 Im





Im 0 · · · 0

Im Im
. . .

...

...
. . . 0

Im Im · · · Im



=


0 −Im 0 0

...
. . .

. . . 0

0 · · · 0 −Im
Im · · · Im Im

 . (4.4)
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Ý
Q−TPD QPDmþ�¬,

L−T E =



Im −Im 0 0

0 Im
. . . 0

...
. . .

. . . −Im
0 · · · 0 Im




Im

Im
...

Im

 =


0

...

0

Im

 . (4.5)

Ý
Q−TPD QPD�e�¬,|^ (4.4),��

−ETL−TL = −
(
Im Im · · · Im

)


0 −Im 0 0

...
. . .

. . . 0

0 · · · 0 −Im
Im Im · · · Im


=

(
−Im 0 · · · 0

)
. (4.6)
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Ý
Q−TPD QPDme�¬,

Im − ETL−T E = Im −
(
Im 0 · · · 0

)

Im

Im
...

Im

 = 0. (4.7)

|C3�åÒ´

Q−TPD QPD =



0 −Im 0 · · · 0

0
. . .

. . .
. . .

...

0 0 0 −Im 0

Im · · · Im Im Im

−Im · · · 0 0 0


. (4.8)
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����

MPD =
1

2

(
Ip+1 +Q−TPD QPD

)
=

1

2



Im −Im 0 · · · 0

0
. . .

. . .
. . .

...

0 0 Im −Im 0

Im · · · Im 2Im Im

−Im 0 · · · 0 Im


. (4.9)

|^c�ù�C�,æ^ (4.9)¥�Ý
MPD��� (3.6)�±�¤�d�

A1x
k+1
1

A2x
k+1
2

...

Apx
k+1
p

λk+1


=



A1x
k
1

A2x
k
2

...

Apx
k
p

λk


−1

2



Im −Im 0 · · · 0

0
. . .

. . .
. . .

...

0 0 Im −Im 0

Im · · · Im 2Im
1
β
Im

−βIm 0 · · · 0 Im





A1x
k
1 −A1x̃

k
1

A2x
k
2 −A2x̃

k
2

...

Apx
k
p −Apx̃kp
λk − λ̃k


(4.10)
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4.2 Dual-Primalýýýÿÿÿ���222ÂÂÂPPA���{{{

�ýÿ�dc�ù¥�Dual-Primallýÿ�Ñ�.·���/X (3.2)�C©Ø

�ª,Ù¥

QDP =



Im 0 · · · 0 0

Im Im
. . .

... 0

...
. . . 0

...

Im Im · · · Im 0

−Im −Im · · · −Im Im


. (4.11)

|^PÒL, E ,@o

QDP =

 L 0

−ET Im

 . (4.12)

du

MDP =
1

2

(
I +Q−TDP QDP

)
.
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·�k5�	�eQ−TDP QDP .5¿�

QTDP =

LT −E

0 Im

 Ú Q−TDP =

L−T L−T E

0 Im

 .

Kk

Q−TDP QDP =

L−T L−T E

0 Im

 L 0

−ET Im

=

L−TL − L−T EET L−T E

−ET Im

 .

(4.13)

©OO�©¬Ý
Q−TDP QDP ¥�o¬.l (4.4)Ú (4.5)·�®²k


L−TL =


0 −Im 0 0

...
. . .

. . . 0

0 · · · 0 −Im
Im · · · Im Im

 Ú L−T E =


0

...

0

Im

 ,
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Ïd (4.13)��þ�Ü©

L−TL − L−T EET = L−TL −


0

...

0

Im


(
Im Im · · · Im

)

=


0 −Im 0 0

...
. . .

. . . 0

0 · · · 0 −Im
0 · · · 0 0

 .
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Ý
Q−TDP QDP �mþ�Ü©, L−T E3 (4.5)¥®²k
��.¤±

Q−TDP QDP =

L−TL − L−T EET L−T E

−ET Im



=



0 −Im 0 · · · 0

...
. . .

. . .
. . .

...

0 · · · 0 −Im 0

0 · · · 0 0 Im

−Im · · · · · · −Im Im


. (4.14)



VII - 25
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MDP =
1

2

(
I +Q−TDP QDP

)
=

1

2



Im −Im 0 · · · 0

0
. . .

. . .
. . .

...

...
. . .

. . . −Im 0

0 · · · 0 Im Im

Im · · · Im Im 2Im


. (4.15)

d�A�C�,æ^ (4.15)¥�Ý
MDP ��� (3.6)�±�¤�d�

A1x
k+1
1

A2x
k+1
2

...

Apx
k+1
p

λk+1


=



A1x
k
1

A2x
k
2

...

Apx
k
p

λk


−1

2



Im −Im 0 · · · 0

0
. . .

. . .
. . .

...

...
. . .

. . . −Im 0

0 · · · 0 Im
1
β
Im

−βIm −βIm · · · −βIm 2Im





A1x
k
1 −A1x̃

k
1

A2x
k
2 −A2x̃

k
2

...

Apx
k
p −Apx̃kp
λk − λ̃k


.

(4.16)
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5 ÄÄÄuuu���������������222ÂÂÂPPA���{{{

18ù §7ùã��{,ýÿ�)�QÝ
´��N´¦_�Ý
���2Â
��Ý
�Ú.2ÂPPA�����´dýÿû½�.Ïd,2Â�C:�{

�I�âýÿÝ
Q�Ñ�A���Ý
M.

5.1 Primal-Dualýýýÿÿÿ���222ÂÂÂPPA���{{{

�ýÿ´d18ù §7.1ùã��{¥�Primal-Dualýÿ�Ñ�,·���/

X (3.2)�C©Ø�ª,Ù¥�Q·�P�QPD .

QPD =



Im 0 · · · 0 Im

Im Im
. . .

... Im
...

. . . 0
...

Im Im · · · Im Im

Im Im · · · Im
5
2
Im


=

 L E

ET 5
2
Im

 . (5.1)



VII - 27

·���Ñ

M =
1

2
Q−TPD (QTPD +QPD ),

Äkw�ÑQ−TPD �/ª.d18ù�§7.1!� (7.14)ª

Q−TPD =
2

3

L−T EETL−T −L−T E

−ETL−T Im

+

L−T 0

0 0

 .

��

Q−TPD QPD =

2

3

L−T EETL−T −L−T E

−ETL−T Im

+

L−T 0

0 0


 L E

ET 5
2
Im


=

2

3

L−T EETL−TL − L−T EET L−T EETL−T E − 5
2
L−T E

−ETL−TL+ ET −ETL−T E + 5
2
Im


+

L−TL L−T E

0 0

 .
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Ïd��Ý


MPD =
1

2
Q−TPD (QTPD +QPD ) =

1

3
BPD +

1

2
CPD , (5.2)

Ù¥

BPD =

L−T EETL−TL − L−T EET L−T EETL−T E − 5
2
L−T E

−ETL−TL+ ET −ETL−T E + 5
2
Im

 (5.3)

Ú

CPD =

I + L−TL L−T E

0 Im

 . (5.4)

·�kO�Ý
BPD�o¬.|^ (ë�18ù§7.1!¤

L−T E =


0

...

0

Im

 , ETL−T =
(
Im, 0, . . . , 0

)
Ú L =



Im 0 · · · 0

Im Im
. . .

...

...
. . . 0

Im Im · · · Im


,
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��

L−T EETL−TL =


0 0 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 0

Im 0 · · · 0




Im 0 · · · 0

Im Im
. . .

...
...

. . . 0

Im Im · · · Im



=


0 0 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 0

Im 0 · · · 0


Ú

L−T EET =


0 0 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 0

Im Im · · · Im


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ÏdÝ
BPD� (1,1)¬

L−T EETL−TL − L−T EET =



0 0 · · · 0

...
...

...

0 0 · · · 0

0 −Im · · · −Im


.

Ý
BPD � (1,2)¬

L−T EETL−T E − 5

2
L−T E =


0

...

0

Im

−
5

2


0

...

0

Im

 = −3

2


0

...

0

Im

 .
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Ý
BPD� (2,1)¬

ET − ETL−TL = ET −
(
Im, 0, . . . , 0

)


Im 0 · · · 0

Im Im
. . .

...

...
. . . 0

Im Im · · · Im


=

(
0, Im, . . . , Im

)
.

Ý
BPD� (2,2)¬
5

2
Im − ETL−T E =

3

2
Im.
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BPD =



0 0 · · · 0 0

...
...

...
...

0 0 · · · 0 0

0 −Im · · · −Im − 3
2
Im

0 Im · · · Im
3
2
Im


. (5.5)

|^

L−TL =


0 −Im 0 0

...
. . .

. . . 0

0 · · · 0 −Im
Im · · · Im Im

 Ú L−T E =


0

...

0

Im

 ,
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CPD =

 I + L−TL L−T E

0 Im

 =



Im −Im 0 0 0

0
. . .

. . . 0
...

0 0 Im −Im 0

Im · · · Im 2Im Im

0 · · · · · · 0 Im


.

(5.6)
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k
 (5.5)Ú (5.6),��Ý


MPD =
1

3
BPD +

1

2
CPD

=
1

3



0 0 · · · 0 0

...
...

...
...

0 0 · · · 0 0

0 −Im · · · −Im − 3
2
Im

0 Im · · · Im
3
2
Im



+
1

2



Im −Im 0 0 0

0
. . .

. . . 0
...

0 0 Im −Im 0

Im · · · Im 2Im Im

0 · · · · · · 0 Im


�/ª´�~{ü�.
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5.2 Dual-Primalýýýÿÿÿ���222ÂÂÂPPA���{{{

d18ù §7.2ùã��{¥�Dual-Primalýÿ�Ñ�,·���/X (3.2)�
C©Ø�ª,Ù¥�Q·�P�QDP .

QDP =



Im 0 · · · 0 −Im

Im Im
. . .

... −Im
...

. . . 0
...

Im Im · · · Im −Im
−Im −Im · · · −Im 5

2
Im


=

 L −E
−ET 5

2
Im

 . (5.7)

·���Ñ

M =
1

2
Q−TPD (QTPD +QPD ),

Äkw�ÑQ−TDP �/ª.d18ù§7.2!¥�(7.21)ª

Q−TDP =

L−T 0

0 0

+
2

3

L−T EETL−T L−T E

ETL−T Im

 .
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Q−TDP QDP =

2

3

L−T EETL−T L−T E

ETL−T Im

+

L−T 0

0 0


 L −E

−ET 5
2
Im


=

2

3

L−T EETL−TL − L−T EET −L−T EETL−T E + 5
2
L−T E

ETL−TL − ET −ETL−T E + 5
2
Im


+

L−TL −L−T E

0 0

 .

Ïd��Ý


MDP =
1

2
Q−TDP (QTDP +QDP ) =

1

3
BDP +

1

2
CDP , (5.8)

Ù¥

BDP =

L−T EETL−TL − L−T EET −L−T EETL−T E + 5
2
L−T E

ETL−TL − ET −ETL−T E + 5
2
Im

 (5.9)
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Ú

CDP =

I + L−TL −L−T E

0 Im

 . (5.10)

ò (5.9)� (5.3)'�,|^ (5.5),k

BDP =



0 0 · · · 0 0

...
...

...
...

0 0 · · · 0 0

0 −Im · · · −Im 3
2
Im

0 −Im · · · −Im 3
2
Im


. (5.11)
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ò (5.10)� (5.4)'�,|^ (5.6),k

CDP =

I + L−TL −L−T E

0 Im



=



Im −Im 0 0 0

0
. . .

. . . 0
...

0 0 Im −Im 0

Im · · · Im 2Im −Im
0 · · · · · · 0 Im


. (5.12)
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k
 (5.11)Ú (5.12),��Ý


MDP =
1

3
BDP +

1

2
CDP

=
1

3



0 0 · · · 0 0

...
...

...
...

0 0 · · · 0 0

0 −Im · · · −Im 3
2
Im

0 −Im · · · −Im 3
2
Im



+
1

2



Im −Im 0 0 0

0
. . .

. . . 0
...

0 0 Im −Im 0

Im · · · Im 2Im −Im
0 · · · · · · 0 Im


�/ª´�~{ü�.
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6 Conclusions

• ·�Æâ�w¥~^���K8 /́�Eà`z�©�Â �{–^Ð VIÚ PPA
ü�{�0,´��EC©Ø�ª¿Âe�PPA�{,©ÙÄkuL3 [14].�5q
�
�
<�/òýÿÝ
�O¤é¡�½Ý
��{ [1, 3],�)·�2021câ

JÑ�þ(²ï�O2.�KF¦f{ [17].k�·��¡ù���{�UI½
��PPA - (Customized PPA).

• éýÿÝ
Q��é¡�ýÿ-���{,|^Ú�µe�@´y²Âñ5,�Ð

Ñy3·Ú�¡² (Xiaoming Yuan)2012cSIAMê�©Û�©Ù [13]¥,�¡·�

uL��
Ø© [8, 10, 11, 16],Ñ^ù�@´y²Âñ5.r§8(�Ú�µe,´

3H®�Æ?Ø�þ,@´3·2013c=òò>�c,±�B~~Ñy3·�/ù

S�0ùÂÚ�w�PPT¥.

• 1�g3�ªÑ�ÔpJ�ù�Ú�µe,´32016c5p�O�êÆÆ�6�

·�¥©©Ù [4]¥. 2018c·35$ÊÆÆ�6�nã©Ù/·Ú¦f�O��

{20c0[5]¥�Ñ,·�uL��{Ñ�±^ù�µe�~{ü/y²Âñ5.=

©Ñ�Ô¥ÄgÑyÚ�µe�´·Ú�¡²2018c3COAP�©Ù [15].

• l2018cm©,·3gC��wÚØ© [7]¥,²~ù^Ú�µe��E�{Ì�

�´UÂñ^��/n0.XÛ�â(½�ýÿÝ
QnÑ÷vÂñ^����Ý


M .q��<�«J±��� �aú.
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• 2022cÐ·3H����w�k<¯Lù��¯K,�5·q3¥��ÚHÊ�

�þ�w,�Æ��,���
#�,�n¤e¡�á��f¯��.

• ·�lýÿÝ
÷vQT +Q � 0Ñu. �â^�HM = Q,·�k

H = QM−1.

Ï�H´�½Ý
,7Lé¡.lþªqw�,Hk��ÏfQ,@§7Lk�mÏ

fQT ,¥mY��/�½�0�½Ý
.·��ù��½Ý
�D−1,Kk

H = QD−1QT .

'�þ¡üª,·��� M−1 = D−1QT , Ïd

M = Q−TD.

ù�·��V310ccÒ��.��  �ÄÀJ�DAT´�¬é�Ý
.

• �d,·��Ø��Ý
DäN/ª´�o.O��eÂñ5^�¥�MTHM ,

MTHM =
(
DQ−1

)(
QD−1QT

)(
Q−TD

)
= D.

þª®²Ñy3·2018�ÛÏùS��ùÂ¥,vk�c2ò�Ú.

• |^þªÚG = QT +Q−MTHM � 0,ù��½��½Ý
D�I�÷v

0 ≺ D ≺ QT + Q £Ïd, 0 ≺ G = QT +Q−D¤
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Ò�±
.²(ù�^,�Ãu�2022c±53H��(�e),HÊÚ¥��(�

þ)ù�,r¦·�\g�,ãå��{ù�Ù.

• 3À
÷vþã^��Ý
D±�,�â(½�QÚD,é��Ý
HÚM¦�

HM = Q Ú MTHM = D,

·��8�Ò��
.

• ù��MÚH :�±ÏL¦)e¡�Ý
�§|��. HM = Q,

MTHM = D.
⇔

 HM = Q,

QTM = D.
⇔

 H = QD−1QT ,

M = Q−TD.
.

• ÀJØÓ�÷v^��Ý
D (ù�~N´),ÒkØÓ����{.�X`,

D = α[QT +Q], α ∈ (0, 1).

• c�ù��{,é���5�åà`z¯K,æ^ primal-dualýÿ,f¯K�¦)

�ª´ADMMa.�Å��c.·�I��Q−T /ª�~{ü.´�,§I��

	���.�U�´,��s¤é�,qAON´¢y�

• ·�AOíÂ/ýÿ-��0,cÙ´@«�dé����.)ÅÇÇ�Jä,?}Ò

´��.�¬£n�´�«��,�,��Ä¤���OUSýÿ,ü$
¯KJ

Ý;�Û�N��,rº
Âñ��.
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• ýÿ-���{Q�±^5¦)�ª�å�¯K,q�±^5¦)Ø�ª�å�¯

K.·^l�¬�?¿õ¬��©l¯K,�{(�ÚÂñ5y²��Ú�.

• ·^��2��{¬Ø¬K��Çºé²;ADMMò��ü¬�©l��ª�å
à`z¯K,·�^c�ùJ�������O��{�¦),��þ¦<Jø

�ADMM�è'�,uyù«ú%´õ{�.

• Question A. In the prediction step, how to arrange a “good” prediction matrix whose matrixQ
satisfies

QT +Q � I.

• Question B For the given prediction matrixQ, what are the criteria for choosing matrixD
which satisfies

0 ≺ D ≺ QT +Q.

• ù�ù0��2ÂPPA�{,´dýÿ��(½�.é�½�ýÿÝ
Q,�

D = 1
2
(QT +Q), Ú vk+1 = vk −Q−TD(vk − ṽk),

S�S�{vk}÷v£Ù¥H = QD−1QT¤

‖vk+1 − v∗‖2H ≤ ‖v
k − v∗‖2H − ‖v

k − vk+1‖2H
Ú

‖vk+1 − vk+2‖2H ≤ ‖v
k − vk+1‖2H .
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������ooo`̀̀···���333êêê���`̀̀zzz���¡¡¡���ÑÑÑ


���


¹¹¹kkkAAAÚÚÚqqqggg¤¤¤XXXÚÚÚ���óóó���QQQººº

Äk,C©Ø�ªÚ�C:�{´·��Ì�óä.?Û��'uê�`z�Ö,Ñv

k;�J9C©Ø�ª (VI),�Ø¬�¿0��C:�{ (PPA),¦+�5�å�à`z
¯K�O2.�KF¦f{ (ALM)´¦fλ�PPA�{.

• ·�r�5�å�à`z¯K=�¤���d�(�.üNC©Ø�ª§,�`
²�o´C©Ø�ª�PPA�{,?Ø
PPA�{�Âñ5�.

• C©Ø�ª�PPA�{S��z�Ú,Ñ|^Ù�©l(�,©)¤�
{ü�

/��0C©Ø�ª,¦)ù
��C©Ø�ª,q�±ÏL¦)�A�à`z¯

K¢y.

• �5·�qk
ÄuVI�ýÿ-���{�Ú�µe,Q�±^§5�y�{�Â

ñ5,q�±^§/UI�O0¦)�©là`z¯K��{,ùÒ´·��¯Ø

Ó�Ü6.

• ·�qAT�±�2�ÞM,=¦´ADMM,§�´tµ
�ALM,´'u¦f�

�PPA�{.Ó���±rN,¦)�5�åà`z¯K, ALM´�k¿�å�Ð
�{.

F"� ±�¦��Ý"À·�*:,é�Ò�&,Øé��1µ��.
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